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1. Ââåäåíèå
Íàñòîßùàß ñòàòüß ïîñâßùåíà ïîñòàíîâêå è ðåøåíèþ îáðàòíîé êðàåâîé çàäà-
÷è ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè. Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè îáëàñòè, íà ãðàíèöå
êîòîðîé çàäàíû âåêòîð ãðàíè÷íûõ ñìåùåíèé è âåêòîð ãðàíè÷íûõ óñèëèé â ïà-
ðàìåòðè÷åñêîì âèäå, ïðè÷åì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñîîòâåòñòâóåò îäíîé è òîé æå
ãðàíè÷íîé òî÷êå äëß îáîèõ âåêòîðîâ. Â îòëè÷èå îò îáðàòíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëß
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé [1] ïàðàìåòð çäåñü íå èìååò ñìûñëà ãåîìåòðè÷åñêîé õàðàê-
òåðèñòèêè ãðàíèöû íåèçâåñòíîé îáëàñòè. Â íàñòîßùåé ñòàòüå çàäà÷à îïðåäåëåíèß
íåèçâåñòíîé ãðàíèöû ñâîäèòñß ê ðåøåíèþ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé. Ñ êàæäûì ðåøåíèåì çàäà÷è ñâßçûâàåòñß êëàññ ãîìîòåòè÷åñêè ïîäîáíûõ
îáëàñòåé, òàêæå ßâëßþùèõñß ðåøåíèåì çàäà÷è. Ïðèâåäåíû ñëó÷àè ðàçðåøèìîñòè
ñèñòåìû.
2. Ñâåäåíèå äàííûõ çàäà÷è ê êðàåâûì çàäà÷àì äë àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé
Ïóñòü íà íåèçâåñòíîé ãðàíèöå x(t) + iy(t) = z(t) , t ∈ [0, 2pi] íåêîòîðîé îáëàñòè
çàäàíû â êîìïëåêñíîì âèäå âåêòîð R1(t) = U1(t) + iV1(t) ãðàíè÷íûõ ñìåùåíèé è
âåêòîð R2(t) = U2(t)+ iV2(t) ãðàíè÷íûõ óñèëèé. Çíà÷åíèß ïàðàìåòðà t , t ∈ [0, 2pi] ,
âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì íåèçâåñòíîé ãðàíèöû. Ââîäß êîìïëåêñ-
íûå ïîòåíöèàëû f(z) è g(z) ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè [2], ïîëó÷èì
−2µR1(t) =
[
−κf(z) + zf ′(z) + g(z)
]
z=z(t)
, (1)
R2(t) =
[
f(z) + zf ′(z) + g(z)
]
z=z(t)
, (2)
ãäå κ = λ+3µλ+µ â ñëó÷àå ðåøåíèß çàäà÷è äëß ïëîñêîé äåôîðìàöèè, κ =
5λ+6µ
3λ+2µ â
ñëó÷àå äåôîðìàöèè òîíêîé ïëàñòèíêè, λ è µ  êîýôôèöèåíòû Ëàìå. Ôóíêöèè
f(z) è g(z)  àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè â èñêîìîé îáëàñòè.
Âû÷òß èç îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèß (2) ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòè óðàâíåíèß (1), ìû
ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå
R2(t) + 2µR1(t) = (1 + κ)f(z(t)). (3)
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Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå àðãóìåíòà êîìïëåêñíî-çíà÷íîé ôóíêöèè R′2(t) +
2µR′1(t) ïðè ïðîõîæäåíèè ïàðàìåòðà t ïî îòðåçêó [0, 2pi] äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü
ãðàíè÷íîìó âðàùåíèþ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ñîãëàñíî (3). Â ñëó÷àå îòðèöàòåëü-
íîãî ïðèðàùåíè àðãóìåíòà ñëåäóåò ñìåíèòü íàïðàâëåíèå èçìåíåíèß ïàðàìåòðà t .
Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå F (ζ) åäèíè÷íîãî êðóãà |ζ| < 1 íà îáëàñòü ñ ãðàíèöåé
R2(t) + 2µR1(t) , t ∈ [0, 2pi] , ðàñïîëîæåííóþ, âîîáùå ãîâîðß, íà ðèìàíîâîé ïîâåðõ-
íîñòè. Ìû ïîëó÷èì ãðàíè÷íîå ñîîòâåòñòâèå F (eiθ) = R2(t)+2µR1(t) , ïîçâîëßþùåå
ïîëó÷èòü ñâßçü t = t(θ) ìåæäó çàäàííûì ïàðàìåòðîì t è ïîëßðíûì óãëîì θ . Â
÷àñòíîñòè, åñëè R′2(t)+2µR′1(t) =
∞∑
j=0
aje
ijt, ïîëó÷èì θ = t , F (ζ) =
∞∑
j=0
ajζ
j . Òåïåðü
ñîîòíîøåíèß (1) è (2) ïðèìóò âèä
−2µR1(t(θ) = − κ
κ+ 1
F (eiθ) + z(eiθ)
(F (eiθ))′θ
(1 + κ)(z(eiθ))′θ
+ g(eiθ), (4)
R2(t(θ) =
1
κ+ 1
F (eiθ) + z(eiθ)
(F (eiθ))′θ
(1 + κ)(z(eiθ))′θ
+ g(eiθ), (5)
ãäå z(ζ)  àíàëèòè÷åñêàß ôóíêöèß, îòîáðàæàþùàß åäèíè÷íûé êðóã íà èñêîìóþ
îáëàñòü. Íàéäß ôóíêöèþ z(ζ) , ìû ïîëó÷èì èñêîìóþ îáëàñòü.
Âçßâ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé (4) è (5), ïîëó÷èì
−2µR1(t(θ) + κR1(t(θ) = (1 + κ)[z(eiθ) (F (e
iθ))′θ
(1 + κ)(z(eiθ))′θ
+ g(eiθ)],
èëè
(z(eiθ))′θ(−2µR1(t(θ) + κR1(t(θ)) = z(eiθ)(F (eiθ))′θ + (1 + κ)g(eiθ)(z(eiθ))′θ.
Êîìïëåêñíîå ñîïðßæåíèå îáåèõ ÷àñòåé ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèß ïðèâîäèò ê ðà-
âåíñòâó
(z(eiθ))′θ(−2µR1(t(θ) + κR1(t(θ))− z(eiθ)(F (eiθ))′θ = (1 + κ)g(eiθ)(z(eiθ))′θ. (6)
Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè (6) ßâëßåòñß ãðàíè÷íûì çíà÷åíèåì
àíàëèòè÷åñêîé â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèè, ïîòîìó ÷òî (z(eiθ))′θ = ieiθz′(eiθ) 
ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè.
3. Ñâåäåíèå ðåøåíèß çàäà÷è ê ðåøåíèþ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå èçâåñòíûõ ôóíêöèé â ðßäû Ôóðüå:
F (eiθ) =
∞∑
k=0
Ake
ikθ,
−2µR1(t(θ)) + κR1(t(θ)) =
∞∑
k=−∞
Bke
ikθ.
Áóäåì èñêàòü ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå íåèçâåñòíîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè z(ζ)
òàêæå â âèäå ðßäà Ôóðüå ñ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè:
z(eiθ) =
∞∑
k=0
cke
ikθ.
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Òåïåðü ëåâàß ÷àñòü ñîîòíîøåíèß (6) ïðèìåò âèä
i
∞∑
k=1
ckke
ikθ
∞∑
k=−∞
Bke
ikθ − i
∞∑
k=1
Akke
ikθ
∞∑
k=0
cke
−ikθ.
Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå, áóäó÷è ãðàíè÷íûì çíà÷åíèåì àíàëèòè÷åñêîé â åäè-
íè÷íîì êðóãå ôóíêöèè, íå äîëæíî ñîäåðæàòü îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé eiθ , ÷òî
ïðèâîäèò ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå
∞∑
k=1
ckkB−n−k −
∞∑
k=n+1
ck(k − n)Ak−n = 0, n ∈ N. (7)
Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå  ôóíêöèß, îòîáðàæàþùà åäè-
íè÷íûé êðóã íà èñêîìóþ îáëàñòü â âèäå z(ζ) =
∞∑
k=1
ckζ
k , òî ôóíêöèß z˜(ζ) =
c0 + d
∞∑
k=1
ckζ
k ïðè ëþáîì êîìïëåêñíîì çíà÷åíèè c0 è ëþáîì âåùåñòâåííîì çíà-
÷åíè d  òîæå ðåøåíèå. Ïîýòîìó êðîýôôèöèåíò c1 ìîæíî çàôèêñèðîâàòü, âçßâ
ðàâíûì 1.
Òåïåðü ñèñòåìà (7) ïðèìåò âèä
∞∑
k=2
ckkB−n−k −
∞∑
k=n+1
ck(k − n)Ak−n = −B−n−1, n ∈ N. (8)
Ñèñòåìó (8) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ Reck
è Imck . Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âñå êîýôôèöèåíòû èçâåñòíûõ ðàçëîæåíèé, òî
åñòü Aj , j ∈ N , è Bk , k ∈ Z , âåùåñòâåííû. Î÷åâèäíî, ÷òî òîãäà èñêîìûå êîýô-
ôèöèåíòû ck , k = 2, ... , òàêæå âåùåñòâåííû.
Â óêàçàííîì ñëó÷àå ñèñòåìà (8) ïðåäñòàâèìà â ìàòðè÷íîé ôîðìå:
(B −A)c = B˜, (9)
Â ëåâîé ÷àñòè (9) ïðåäñòàâëåíû ìàòðèöà B = [bn,j ]∞,∞n=1,j=1 , bn,j = B−n−j−1 , è
òðåóãîëüíà ìàòðèöà A = [an,j ]∞,∞n=1,j=1 , ãäå an,j = 0 , åñëè n > j , an,j = (1 + j −
n)A1+j−n åñëè n ≤ j :
A =

A1 2A2 3A3 . . .
0 A1 2A2 . . .
0 0 A1 . . .
...
...
... . . .
 ,
c â (9)  áåñêîíå÷íà ìàòðèöà-ñòîëáåö èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ (c2, c3, ....) , B˜ 
áåñêîíå÷íàß ìàòðèöà-ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ (−B−2,−B−3, .....) .
Íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèß ðåøåíèß.
Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà (9) èìååò ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèáëè-
æåííî â ñîîòâåòñòâóþùåì áåñêîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå, åñëè äëß
ìàòðèöû A ñóùåñòâóåò ëåâàß îáðàòíàß ìàòðèöà A−1 ñ êîíå÷íîé íîðìîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöè −2µR1(t(θ))+κR1(t(θ)) èìååò
îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ p -ãî ïîðßäêà, òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà |Bk| ≤ M|k|p .
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè p ≥ 2 è äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè n ìàòðèöà Bn , ïî-
ëó÷åííàß èç ìàòðèöû B âûáðàñûâàíèåì âåðõíèõ n ñòðîê è ëåâûõ n ñòîëáöîâ,
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áóäåò èìåòü ñêîëü óãîäíî ìàëóþ íîðìó â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ. Åñëè îòáðîñèòü âåðõíèå n ñòðîê è ëåâûå n ñòîëáöîâ ìàòðèöû A , ìû ñíîâà
ïîëó÷èì òó æå ìàòðèöó A .
Â ñèñòåìå (9) îòáðîñèì âåðõíèå n óðàâíåíèé, à èñêîìûå êîýôôèöèåíòû
c2, c3, ..., cn+1 â îñòàâøèõñß óðàâíåíèßõ ïåðåíåñåì â ïðàâóþ ÷àñòü. Ìû ïîëó÷èì
ñèñòåìó
(Bn −A)c˜ = C˜, (10)
ãäå c˜  áåñêîíå÷íàß ìàòðèöà-ñòîëáåö êîýôôèöèåíòîâ (cn+2, cn+3, ....) , à C˜ 
ìàòðèöà-ñòîëáåö, ñîäåðæàùàß íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû c2, c3, ..., cn+1 . Óìíî-
æàß íà ëåâóþ îáðàòíóþ ìàòðèöó, ïîëó÷èì èç (10)
(I −A−1Bn)c˜ = −A−1C˜. (11)
Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè n ìàòðèöà D = A−1Bn áóäåò èìåòü íîðìó,
ìåíüøóþ 1, è êîýôôèöèåíòû c˜ = (cn+2, cn+3, ....) ñîãëàñíî (11) ìîãóò áûòü ñ ëþáîé
òî÷íîñòüþ ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ èòåðàöèé: c˜ = −(I + D + D2 + D3 + ....)A−1C˜ .
Åñòåñòâåííî, ÷òî êîýôôèöèåíòû â c˜ áóäóò ëèíåéíî çàâèñåòü îò êîýôôèöèåíòîâ
c2, c3, ..., cn+1 .
Òåïåðü ïîäñòàâèì â ïåðâûå n óðàâíåíèé ñèñòåìû (9) êîýôôèöèåíòû
cn+2, cn+3, .... , âûðàæåííûå ëèíåéíî ÷åðåç c2, c3, ..., cn+1 . Ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó
èç n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî n íåèçâåñòíûõ c2, c3, ..., cn+1 . Ïîëó÷èâ
çíà÷åíèß ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ, ìû íàéäåì âñå êîýôôèöèåíòû òåéëîðîâñêîãî ðàç-
ëîæåíèß èñêîìîé ôóíêöèè.
Ïðèìåðîì ìàòðèöû A , îáëàäàþùåé ëåâîé îáðàòíîé ìàòðèöåé A−1 ñ êîíå÷íîé
íîðìîé, ßâëßåòñß ïðîñòåéøàß ëåíòî÷íàß ìàòðèöà
A =

A1 2A2 0 0 . . .
0 A1 2A2 0 . . .
0 0 A1 2A2 . . .
...
...
... . . .
 ,
ïðè |A2| < |A1|/2 . Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà
A−1 =

1/A1 −2A2/A21 4A22/A31 −8A32/A41 . . .
0 1/A1 −2A2/A21 4A22/A31 . . .
0 0 1/A1 −2A2/A21 . . .
...
...
... . . .
 .
èìååò êîíå÷íóþ íîðìó ïðè äåéñòâèè â ïðîñòðàíñòâàõ òèïà lp . Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöè
F (ζ) =
2∑
k=0
Akζ
k ïðè |A2| < |A1|/2 óäîâëåòâîðßåò â åäèíè÷íîì êðóãå óñëîâèþ
F ′(ζ) 6= 0 .
Òî, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (9) ìîæåò áûòü íååäèíñòâåííûì, äîêàçûâàåò ñëåäóþ-
ùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 2. Â ñëó÷àå, êîãäà B−k = 0 , k ∈ N , à äëß ôóíêöèè F (ζ) ñóùåñòâóåò
òî÷êà ζ0 , |ζ0| < 1 , òàêàß ÷òî F ′(ζ0) = 0 , ñèñòåìà (9) íàðßäó ñ íóëåâûì ðåøåíèåì
èìååò ðåøåíèå (ζ0, ζ20 , ζ
3
0 , .....) .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå íóëåâîãî ðåøåíèß î÷åâèäíî. Ýòîìó
ðåøåíèþ ñîîòâòåòñòâóåò èñêîìàß îáëàñòü â âèäå êðóãà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(ζ0, ζ20 , ζ
3
0 , .....) òàêæå áóäåò ðåøåíèåì, òàê êàê ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèß
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ζk0F
′(ζ0) = 0 äëß âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ k . Ýòè ñîîòíîøåíèß ðàâíîñèëü-
íû ñïðàâåäëèâîñòè ñèñòåìû ðàâåíñòâ
∞∑
k=n+1
ζk0 (k − n)Ak−n = 0, n ∈ N.
Ðåøåíèþ (ζ0, ζ20 , ζ30 , .....) ñîîòâåòñòâóåò èñêîìàß îáëàñòü, ïîëó÷àåìàß îòîáðàæå-
íèåì åäèíè÷íîãî êðóãà ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè
z(ζ) = c1ζ +
∞∑
k=2
ζk−10 ζ
k = c1ζ +
ζ0ζ
2
1− ζ0ζ .
Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå F ′(ζ0) = 0 ïðè |ζ0| < 1 ñâèäåòåëüñòâóåò î íåîäíîëèñòíî-
ñòè ôóíêöèè F (ζ) â åäèíè÷íîì êðóãå.
4. Çàêëþ÷åíèå
Ïðåäëàãàåìàß ïîñòàíîâêà îáðàòíîé êðàåâîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè ïîçâîëßåò
ïðîåêòèðîâàòü ïëîñêèå îáëàñòè ñ çàðàíåå èçâåñòíûìè óñèëèßìè, âîçíèêàþùèìè íà
ãðàíèöå îáëàñòè ïðè çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ ñìåùåíèßõ.
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